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場の量子論による多重ゼータ値の表現
中　川　弘　一＊
星薬科大学　物理学研究室†
概　要
　場の量子論の摂動計算で用いられるFeynman図形による多重ゼータ値の
表現方法がMUIIerとSchubertによって考案された。ここでは，従来数学
の分野で研究されている多重ゼータ値に関するいくつかの関係式とMUIIer
とSchubertの方法を紹介し，それらの対応について議論する。
1．序論
　場の量子論における散乱振幅の摂動計算は，さまざまな特殊関数の性質に
関する詳細な知識を基礎として発展してきた。近年，Kreimerは，　Feynman
図形と結び目（㎞ot）との対応規則に基づき，紫外発散を含むFeynman図形
に対応する項の超越性のレベルを予想した1）。しかし，多くの例2）について
これが証明されたとしても，Feynman図形と結び目の間に対応があること
についての理由はいまだ明らかになっていない。また，最近，結び目理論
の概念は紫外発散を含むFeynman図形にだけでなく，その有限な部分につ
いても適用可能であることがBroadhurstによって示された3）。
　これらの数学的な構造は，Feynman図形を数学的な観点からも興味深い
ものにし，また，場の量子論の紫外発散に対応する多重調和級数は数論や
他の数学の分野においても注目されている4－lo）。
＊e－mai1：nakagawa＠hoshi．acjp
†http：〃wwwphys．hoshLacjp
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　一方，弦理論の振幅の計算において，円周上にコンパクト化された1次
元の場の理論における振幅の摂動計算は，第1量子化された経路積分を使っ
たD次元の1一ループ振幅の計算と同様に実行できることがわかってか
ら，この方法が注目され，QEDなどの例で計算が行われた11－15）。このよ
うな振幅の定式化においてD次元時空は背景空間として考えられ，振幅
は1次元のパラメータ空間における補助場を用いて計算される。
　このような観点から，MUIIerとSchubertは1＋0次元場の量子論の具体
的な模型（ゼータ模型）を考案し，Feynman規則を導き，多重ゼータ値に
関するある関係式を導き出した16）。これらの関係式のいくつかは他の数学
の分野で証明されている関係式と対応するが，いまだその対応がつかない
ものもある。本稿では多重ゼータ値に関する数学的なアプローチとMUIIer
とSchubertの模型の双方を概説し，両者の関連性をより明確なものにし，
更なる対応を考えてみることにする。
　第2節では，多重ゼータ値の研究の基礎になる，Riemannのゼータ値の
性質について簡単なまとめをする。第3節では，多重ゼータ値の定義とそ
れらの性質について解説し，代表的ないくつかの関係式を挙げる。第4節
では，MUIIerとSchubertの模型の分配関数とそれから導かれるFeynman
規則について説明し，ゼータ値が得られる簡単な例を紹介する。第5節で
は，ゼータ模型のFeynman規則から得られる多重ゼータ値に関するいくつ
かの関係式について解説する。第6節は議論と今後の展望にあてる。
2．Riemannのゼータ値
　この節ではRiemannのゼータ値について簡単に述べる1。まず，　Riemann
のゼータ関数は
　　　　　　　　　　　ζω・一葺　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　，1＝l
　lこれらの内容は教科書的な内容であるため，手短に説明するが，詳しくは参考文献17，
18）を参照のこと。
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で定義され，右辺の級数はRe（5）＞1のときに絶対収束することが知ら
れている。（1）で定義されるゼータ関数ζ（5）は複素∫平面全体に解析接続
され，∫＝1に1位の極をもち，そこでの留数は1となる。このことは，
Euler－Maclaurinの和公式18）を用いて，（1）を書き換えることによりわかる。
それは，任意の自然数Mに対し
　　　　　　　　　　　　　　　レ　　　 　　 ζω一・主1÷呂（B斥＋1 　　 　 （5）kκ＋1）！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　一書∫°°・〃（・一国）・…”ぬ
である。（2）において，8左法＝1，2，3，…はBemoulli数2，（5）x＝5（∫－
1）…（5一た十1），β〃（x）はBernou】li多項式3，［x］はxを超えない最大の
整数をそれぞれ表す。（2）の右辺の積分はRe（の＞1－〃の範囲で絶対収
束するので，ζ（∋をRe（s）＞1一ルfの有理型関数へ解析接続できる。し
たがって，Mは任意の自然数にとれるので，ζ（∫）を全∫平面の有理型関
数へ解析接続できることがわかる。また，このことと（2）の右辺第1項か
ら，ζ（∫）は5＝1にのみ1位の極をもち，そこでの留数は1となることが
わかる。
　つぎに，Riemannのゼータ関数ζ（のの整数点での値（ゼータ値）につい
て説明する。これらの値は，Casimirエネルギーの計算や場の量子論の摂
動計算における正則化法に用いられることがあり19），物理学でも馴染み深
いものである。しかし，すべてのゼータ値が求められているわけではなく，
実際，奇数点におけるゼータ値ζ（2η＋D；η＝1，2，3，…は具体的に求め
られていない。これらの値のうちζ（3）が無理数であることはAperyによっ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ　　　　　　・榊・おける・・m・ull…の鑓・し・臓・の展・告一Σ㌢を採用す・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X＝0ととする。
・本稿・おける…n・・11・数・繊し・綱・展開芸一£竿〆を採用す・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0こととする。
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て証明されたが20），他の奇数点でのゼータ値は超越数であることが予想さ
れているのみで，数学の分野における未解決問題の1つである。ここでは
具体的に求められているゼータ値のみを列挙しておく。
　　5＝0での値：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　ζ（o）＝－Bl＝一τ・　　　　（3）
　　ぶ＝－2η；η＝1，2，3，…での値：
　　　　　　　　　　　　　ζ（－2η）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　これらは自明な零点とよばれる。
　　5＝1－2η；η＝1，2，3，…での値：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　82η　　　　　　　　　　　ζ（ト2〃）＝一兀・　　　　　（5）
　　5＝2η；ηニ1，2，3，…での値：
　　　　　　　　　ζ（、。）一（一’）　1互（，。）為．　　　（、）
　　　　　　　　　　　　　　2　（2η）！
これらの値は（2）から導くことができる。しかし，これらの値を最初に求め
たのはEulerであり，彼は（2）式からではなく，（1）の級数から算術的な方
法だけを用いて求めている2D。また，上記の自明な零点のほかの零点（非
自明な零点）はすべて∫＝1／2上にあるというRiemann予想はいまだ明ら
かにされていないRiemannゼータ関数の性質のひとつである17）。
3．多重ゼータ値
　Riemannゼータ値の多重級数版として，多重ゼータ値が考えられる22・23）。
向≧2；え2，…次．≧1を満たす整数た1，κ2，…，κηに対し，多重ゼータ値
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ζ（κhκ2，…，ん。）は次の多重級数で定義される：
　　　ζ鍵…・ん）二＿～㌦1・㎡i．．．頑　（・）
ここで，た：＝κ1＋X2＋…＋輪は多重ゼータ値ζ（たLた2，…，κ。）の重さ
（weight），〃は深さ（depth）（または長さ（length））とそれぞれ呼ばれている。
（7）の右辺の級数は向＞1のときに絶対収束し，え1＝1のときに発散する
ことが示されている22）。また，深さが1の多重ゼータ値は前節のRiemann
ゼータ値と一致することがわかる。
　多重ゼータ値の中で具体的に求められているものは少ないが，現在知ら
れているものを列挙すると次のとおりである23）。
　・自然数え，ηに対し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　C㍑）（2πi）2ηk
　　　　　　　　ζ（2κ，2た，…　　，2κ）＝　　　　　　　　　　　；　　　　　　　　　　　　　（8）
　　　　　　　　　一一一　　　（2ぱ）！
　　　　　　　　　　　　η
　　C鮒は漸化式
　　　　　crLl・C㍑・一鴻（一1）・（㌶）㌦C紘　（・）
　　で決まる有理数。
・ 自然数ηに対し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2π4n
　　　　　　　ζ（3，1，3，1，…　　，3，1）＝　　　　　　　
．
　　　　　　　　　（10）
　　　　　　　　一　　　　（4η十2）！
　　　　　　　　　　　　2〃
・ 次の関係式により，ζ伽＋1，1，…，1）はRiemannゼータ値ζ（η）の多
　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　η一1項式で表すことができる。
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1一 Σζ（〃2十1，1，…　，1一）x㍗
　m・η＝1　　　　　　η＿1
　　　　－（oO　　　　　X”十γη一（X十γ）ηΣ　　ζ（η）η＝2）・
（ll）
（8）は多重ゼータ値の間の積（調和積）の代数に基づき証明できる。また，
（10）は超幾何級数の特殊値とガンマ関数の相補公式を用いて証明できる。
（11）の証明は後述の多重ゼータ値の反復積分表示（Drinferd積分表示）とガ
ンマ関数の対数ln　F（x十1）のTaylor展開
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・Pぴ＋1）一一，・＋Σ（－1）・ζ（〃）・・　　（12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η　　　　　　　　　　　　　　　　　〃＝2
を用いて行われる。この式の右辺のγはEuler数を表す。（ll）にはつぎ
のような興味深い内容が含まれている。（ll）の左辺はEulerのベータ関数
8（－X，一γ）のLaurent展開
　　　　　　　　F（－X）F（一｝つ　　B（－X，一｝’）＝
　　　　　　　　　F（－X一γ）
　　　　　　　一一斜一蕊ζ㎞＋L早∋但）
に相当することがわかる。また，B（－X，一γ）の変数の入れ換えX⇔γに
ついての対称性から多重ゼータ値について
　　　　　　　　ζ（〃∂十1，1，…　　，1）＝ζ（η十1，1，…　　，1）　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　η一1　　　　　　　　　　　れ一1
が成り立つことがわかる。（14）の性質は，後述する，多重ゼータ値の双対
性の特殊な場合に相当している。さらに，この性質は超弦理論24）が作られ
るきっかけとなったVeneziano振幅の双対性そのものであることは注目す
べき点である。
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　他の多重ゼータ値を具体的に求めるために，多重ゼータ値の間の関係式
を導く試みがなされている。現在さまざまな関係式が発見されているが，
それらを説明するために多重ゼータ値の反復積分（Drinfel’d積分）による表
示を説明する。まず，次の反復積分を考える：
叩1・…・録）一 ∫…μ（・1）・・卿）・・1……
　　　　　　　1＞’1＞…〉’PO
　　　　　　－／’鍋）砺∬彪ω吻…ピ嚥）晦・（15）
ここで，εノ（ノ＝1，…，x）は値0または1をとり，
　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　A・ωニ7・　Al（’）＝＝・　　　（16）
さらに，ε1＝0かつεx＝1とする。また，微分形式ω∫（り＝Aεノ（’ノ）4∫ノを
もちいて
　　　　　　・箇・…・鋤イ朗ω吻ω…一＠）（17）
と略記する場合もある。（15）の反復積分を用いて，多重ゼータ値は
ζ（此1，X2，…　　，たη）
　　　ニ∫（0，…　，0，1，0，…，0，1，…　，0，…，0，1）
　　　　　一　　　一　　　　　　一　　　　　　旋1－1　　　　　　　　　k2－1　　　　　　　　　　　　　　　★〃－1
　　　－／1÷・÷・…・÷・≡・÷・÷・・…÷・「舎
　　　　　　一　　　　　　　一　　　　　　　　　　左1－l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k2－1
　　　　　　　∂τ　　4τ　　　　4τ　　4’
　　　°’”°丁゜丁゜…°丁゜「二　　　　　　　　（18）
　　　　　　　　　　x，～－1
と表すことができる。さらに，（15）の反復積分は
．7（ε1，ε2，　…　　，εた）＝：∫（1一εκ，　1一εえ＿1，　…　　，　1一ε1）　　　　　　　（19）
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を満たすことがわかる。
　つぎに，多重ゼータ値の間の関係式について考える。これらの関係式を
表すために双対インデックスを定義しておく。向≧2のとき，インデック
スk＝（↓ヒ1，た2，　・・◆　，たη）を収束インデックスと呼ぶ。収束インデックスkの
各成分を2以上の成分と1の成分に分類して
　　k＝（α1十1，1，…　，1，α2十1，1戸一，1ぺ・・，α5十1，1，…　，1）；
　　　　　　　　一　　　　　　一　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　わ1－1　　　　　　　　　　　　　　　　わ2－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～〉、－1
　　　　　　　　　　α1，…　　，α5，わ1，…　　，わ∫≧1　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
と表し，kに対する双対インデックスKを
　kノ：＝（b∫十1，1，…　，1，b5＿1十1，1，…　，1ドー，わ1十1，1，…　，1）　　（21）
　　　　　　　一　　　　　　　　一　　　　　　　　　　一　　　　　　　　αδ一l　　　　　　　　o5－1－1　　　　　　　　　　α｜－1
で定義する。このとき，kとk’は互いに双対で，重さが等しく，両者の深
さの和はそれぞれの重さに等しくなっている。この双対インデックスを用
いて多重ゼータ値の関係式は次のように表される。
双対性．互いに双対なインデックスkとk〆に対し
　　　　　　　　　　　　　　ζ（k）＝ζ（kノ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）
　　が成り立つ。
Hoffmanの関係式．収束インデックスk＝（匂，た2，…，ん。）に対し
　　　　れ　　　Σζ（κ1ド・・，κr＿bたi－←1，Xi＋1，…　，たη）
　　　↓＝1
　　　　　　　　　幻一2
　　　　　　一ΣΣζ（κ1，…，』X・一ノ，ノ＋晒＋1，…，た“）（23）
　　　　　　　1≦／≦ηノ＝0
　　　　　　　幻≧2
　　が成り立つ。
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和公式．収束インデックスk＝（X1，κ2，…　　　，左η）に対し，重さXと深さη
　　を固定すると
　Σζ（κ1，一・，たη）一ζω　　　（24）
向十…十斥“＝斥
XI≧2，∀此r≧1
が成り立っ。
Ohnoの関係式．互いに双対な収束インデックスk＝（永1，た2，…　　　，たη）；k’＝
　　（た1，ちピ・・，弓’）と任意の正整数乏に対し
　　　　　　　　Σζ（え1十ε1㌧・・，κη十εη）
　　　　　　　ε1十…十εη＝ど
　　　　　　　　∀εr≧0
　　　　　　　　　　　一Σζ（x；＋εi，…，叫＋ε1’）　（25）
　　　　　　　　　　　　εi＋…＋ε；1’＝z
　　　　　　　　　　　　　　∀ε；≧o
が成り立つ。
双対性（22）は（18）と（19）より明らかである。Hoffmanの関係式（23）は級数
による定義（7）と部分分数分解により証明できるだけでなく，「導分関係式」
と呼ばれる関係式の特殊な場合として導くこともできる。和公式（24）は（7）
と部分分数分解により証明できるだけでなく，反復積分表示（18）とある母
関数を用いて証明する方法が知られている23）。また，以上の3種類の関係
式はそれぞれOhnoの関係式（25）の特殊な場合として導くこともできる。
Ohnoによる（25）の最初の証明25）は反復積分表示（18）と母関数を用いる方
法であったが，その後，導分関係式を用いる方法なども他の研究者達によ
り紹介されている。さらに，（25）を発展させた関係式が参考文献26・27）で議
論されている。また，ここで紹介したものの他にLeとMurakamiにより発
見された関係式があり，結び目不変量と関連して研究されている6・28・29）。
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4．ゼータ模型
　この節では，前節までに解説した多重ゼータ値をGreen関数や振幅とし
て導ける模型として，次の分配関数で定義される1次元スカラー場の量子
論の模型（ゼータ模型）を考える：14）
・（…）－ L…ビ∫・
・一
ズ1山1／㌦・諏1）（1－2λ・’・；1）鋤）（26）
　　　　　　1一兀　　　　　　　4μeg坤）＋孤（の．
ここで，それぞれ，gは結合定数，λはスケール因子，∂：＝毒，汎関数積
分はHilbert空間
冗一姻・ω一Σ・・e2π㌦，Σ1・・12・。。　　（27）｛　茎　ξ　｝
で実行されるものとする。
　まず，自由場に対する分配関数について考える。（26）の自由場の部分の
汎関数積分を実行すると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・Z（・，・）一・・…＋Σζωぱ　　（28）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1　η
が得られ，展開係数にRiemannゼータ値ζ（η）が現れることがわかる。（28）
の右辺にはη＝1の項にζ（1）が含まれているため，lnZ（0，λ）は発散する
ことがわかる。この発散量ln　Z（0，λ）を正則化するためSchmidtとSchubert
は次のような方法を提案した14）。（28）の右辺からlim。→。。　lnηを引くと，
Euler定数γの定義
・一顯÷一り　　（29）
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および（12）より，くり込まれた分配関数
』・一（1－・）一
［・λ＋茎竺ズ］（・・）
が得られる。このとき，発散量ζ（1）は（29）のEuler定数γにくり込まれ
たものとみなすことができる。
　つぎに，（26）の摂動展開から得られるFeynman規則について述べる。こ
の摂動展開のFeynman図形は図1の伝搬関数とヴァーテックスから成る。
自由場の伝搬関数は（26）に含まれる∂司に対応し
　　　　　　　　・｝；評・伽D一ξ器　　（31）
で与えられる。ここで，μ12＝川一μ2である。後の計算で必要になる自由
場の伝搬関数g留の基本性質を説明する。（31）の右辺の級数はた次の多重
対数関数Liκ（z）を用いて表すことができる：
　　　　　　　・｝；L（，：、）、L・・（・12）・　　　（・2）
　　　　　　　恥12）・一｛芸；・12∬血1i竺1，；，・　（33）
λk（2πがgl；）；4－1、2，3，…　　　　　　互・9・
　　　　　　　図1．伝搬関数とヴァーテックス
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Zl2：＝e2πぬ12．また，（31）からg6）についての基本公式
　　　　　　　　　　　　、ilg｝；L－、；，9｝；L・｝；－D・　　（・4）
　　　　　　　　　　　　9｝；L（－1）・9｝ヅー，④（1－〃12）・　　（35）
　　　　　　　　　　　　・θ（・）一（鑑　　　　（・6）
　　　　　　　　　　　　元㌧〃1・　・－／l…9　・一・　　（37）
が得られる。（34）の微分の逆は積分核を用いて
　　　　　　　　　・　・’・一ル・・〈川1∂－ll・3〉・θ（…・・）・　（38）
　　　　　　　　　〈川1∂一／1・3）一一ご・・（1川31）・・g・／（・13）　　（・9）
と表すこともできる。さらにg③の顕な形は
・｛；L÷（・（・12）－1＋・…（　12））・　　　（・・）
・昌）一÷（÷・・g・（川2）一・12＋：1・1・…伽12）1）・（41）
（幻＿
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一互万B幽2D
＋（誌；謡㌧・1－，。：li袈蓋i）　、1・・－1・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（κ≧2，X：even）；
　11万許（1川21）sign（〃12）
＋，（誌；訂1÷1・（1－・・…（・π〃12）＋・・）1・・一…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（え≧3，κ：odd）
（42）
と表すことができる。（40）；～；（42）から分かるように，g｛1）は一般に実部と
虚部を持ち，虚部はた次のClausen関数30）として知られている。また，特
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　　μ1
　　　　　　　　　　　　　　　μρ十4
　　　　　え1
μ2　　　　　　　　　　　　1q
　　　κ2
　　κ，　　　　1、　”叶2
μρ　　　　　　　　11　　μρ＋1
図2．ヴァーテックス積分
κ　　　　　　　1　　　　　　　　　　　κ十1
　　　　　　　　　　　　　＝　　●一一一一一レー一一一一一●
μ1　　　　　　　　　　　　　　μ3　　　　　　　　　　　　　μ2　　　　”｜　　　　　　　　　　　　　μ2
　　　　　　　図3．2一ヴァーテックス積分
にg｝1）の顕な形（40）はこの後多重ゼータ値の間の関係式を導く計算におい
て重要な役割を演じることになる。
　ゼータ模型の摂動展開の各次数を表すFeynman図形の中で，図2のヴァー
テ・クスに対応し次の積分㌧ぱカ・割り当てられる・
㌧ぱψ1・…城・－／1鋤…ぴ1一の…・・ち・い）
　　　　　　　　　　　　　・9（’1）（・一・，＋1）…9（1・）（・一・，＋，）．（43）
この積分はヴァーテックス積分とよばれる。（43）からヴァーテックス積分
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1η　　　　　　　1
図4．3一ヴァーテックス積分（D
・；1：：：：：ζは次の＋的な性質を持つ・とが分かる・
　　　　　　　・；1：：：：：C・，　・f・一・…一・・　（44）
　　　　　　　41：：：：：ζ†一（－1）駆＋Σ；－1ん♂1：：ll｝1・．　　（・・）
後述の振幅移藪一タ値の計算を見通しよくそ丁うために，・ll：：：：：い具
体例を挙げて考えてみる。
2一ヴァーテックス積分：図3に対応する2一ヴァーテックス積分4は
　　自明な積分になり，伝搬関数の合成則を表していることがわかる。
　　　　　　　　　』・）イ・〃・9　・9；2－・　＋～・・　（46）
3一ヴァーテックス積分：図4に対応する3一ヴァーテックス積分1ん．は
　　　㌦ぴ一・）－／㌦・似・（・1一の9（〃）ω2－∋9（／）（・¶3）（・・）
　　と表される。この積分を実行して1ん．の表式を求めてみることにする。
　　まず，m≧0；η≧0の場合に対し
　　　　　　　　　　　∫》“吻，・・，・・）－glr）9；；）；　　　（48）
　　　　　　　　　　　　　場の量子論による多重ゼータ値の表現　　25
1≧0の場合に対し
・6・ψ1・⑭一／1如…⑭1一耐ψ・一吻・・）◎
　　　　　　　　　　　（0）　の　　　（0）　の　　　の　　　　　　　　　＝912923　－912913　－913
　　　　　　　　　　　（0）　ω　　　（0）　の　　　（’）　　　　　　　　　＝921913　－921923　－923
　　　　　　　　　－gl；）gl？＋gl？）9｝？一δ129｛2　　　（49）
が得られる。（49）を計算する際にはgi；）の顕な形（40）と公式
　COt（π〃12）COt（π川3）十COt（πμ21）COt（πμ23）十COt（π〃31）COt（πμ32）
　　　　　　　　　　　　　＝　 － 1　十δ12δ▲3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）
を用いた。つぎに，（47）の右辺の積分の中で1回部分積分すると1；．
についての漸化式
　　1；1。（川，・・，・3）＝∫㌫IL“（〃1，・・，・・）＋1㍊．1（〃1，・・，・・）　（51）
が得られる。この漸化式にしたがい，m＝0またはη＝0になるまで
部分積分を繰り返すと
　　　　　　　　　　れ・』・〃・）一 吝（m十η一x－l　m－1）・6㍗㌔一・）
　　　　　　　　　　　　　　 ＋吝（m十η一κ一1　　η一1）4r一均）（52）
となる。ここで，（52）の右辺の16撒暢一kと4ピ＋ぱは積分を直接
計算することにより，多重対数関数を用いて表すことができる：
ぴψ一・）－／’吻・…伽一∋・…ψ・一の・～…）
　　　　　　　　　＝Li～ん（z　13今z2　D；
礁・ψ一・）－／l吻・・㌦1一の・…ω・一の・・1）◎
　　　　　　　　　＝Li1た（z23，Zl2）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（53）
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α　　　　　　　　　　　　c
μ1
図5．3一ヴァーテックス積分（2）
したがって，1≧1；m≧1；η≧1に対し∫ム．は
　　　　　　　　　れ㌦』鰺一蔦障；一’）・・一・一（一）
　　　　　　　　　ゆ　　　　・呂（沈十η一た一1　η一1）・㍉一一…12）・（・4）
となることがわかる。同様にして，図5に対応するヴァーテックス積
分は，α≧1；わ≧1；c≧1に対し
　　　　　　　　む』・⊇（一げ＋で＋1：；－1）塩一2）U・（・13）
　　　　　　　　び　 ＋蒼（一1）で＋：ゴー’）・』諒13・槻）（55）
と計算できる。
3一ヴァーテックス以上のヴァーテックス積分についても同様の表式が考
えられるが，この後紹介するFeynman振幅の計算ではここまでで十分であ
るため，割愛する。
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5．ゼータ模型から得られる多重ゼータ値の関係式
　前節で説明した伝搬関数とヴァーテックスの性質に基づき多重ゼータ値
の間の関係式を導出する。ここでの計算は場の量子論における散乱振幅の
摂動計算に類似しているが，次の点でその性質が異なっていることに注意
しておく。ここでの目的はゼータ模型のFeynman規則にしたがい多重ゼー
タ値の間の関係式を導出することであり，摂動展開の各次数に対応するす
べての振幅が多重ゼータ値と対応するわけではないので，ここで計算する
振幅はある特殊なFeynman図形（後述のシー・シェル図形）に対応するも
ののみである。つまり，形式的にはゼータ模型の中で積分表示できる振幅
でも，多重ゼータ値と対応しないものが含まれていることに注意しなけれ
ばならない。
　まず，最も簡単な例として，図6のように伝搬関数をループにすること
によって通常のRiemannゼータ値ζ（え）が得られる。
　　　　　伝一／l血19・・（・）一誉（蒜一（，：がζ（・）・（56）
　つぎに，深さ2の多重ゼータ値についての関係式を計算するときには，
図7のように3一ヴァーテックスを縫い合わせることにより，右のループ
た
。1＿＿＿♀＿＿→“2＝〉
　　　　　　　　　　　　　　　μ1＝μ2
図6．伝搬関数からえられるRiemannゼータ値
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た1　　　　　　　ん2
⇒　た1
　　　　”2　　　　　　　　　川＝〃2＝〃3
図7．深さ2の多重ゼータ値の関係式を生成する補助図形
図形についての積分表示を書き下し
　　　G晒イ血1㍗ω一1）
　　　　　　イ血l／l吻・…ぴ1一の…ぴ一〃1）・・わ・佃一1）
　　　　　　一（・。、）己柔。刷m：脚・・　（57）
と計算できる。一方（57）1行目の被積分関数1之k2について（55）を用いると
輌一 ⑭』ξ（－1声（向甘1）ζ一一〆ζ（m）
＋
侮）』、左（一1）た・（た1＋；二：一’）ζ（励＋一・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（58）
（57）；（58）でそれぞれわ＝0とおくと，図8のシー・シェル図形（sea　shell
diagram）に対応する深さ2の多重ゼータ値ζ（た1，X2）に関する関係式
ζ一一
鷺（－1声（向㌍一’）ζ一一⇒ζ（⇒
　　　　　　＋麿咋咋：－1）ζ（〃1，X1　叫一え2　－〃1）（・9）
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た1 0　　　た2
図8．深さ2の多重ゼータ値ζ（κ】，k2）に対応するシー・シェル図形
・
Φ・＋・◎・一・●○・一・○
　　　　　　　　図9．（61）のFeynman図形による表現
が得られる。関係式（59）にはm＝1での発散項
一
（－1）・（ん1；竺「2）｛ζ（・1＋・・－1）ζ（1）一ζ（一・－1）｝（・・）
が含まれるが，公式
　　　　　　　ζ（α，わ）十ζ（b，α）＝ζ（o）ζ（わ）一ζ（α十b）　　　　　　　　　　（61）
により取り除くことができる。この公式は多重ゼータ値の定義（7）から簡
単に導くことができるが，ゼータ模型においては図9のFeynman図形とし
て表現できる。（61）を用いて，（59）から発散を取り除くと
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ζ蹴一
叫鷺（－1ゾぽ1二：－1）ζ伽）ζ（一一め
　　　　　＋左e㌍一1）ζ（一一）
　　　　　一（た1十た2－2　　た1－1）｛ζ（ぽ・）＋ζ（・1＋・・－1・1）｝］（62）
となる。これは深さ2の多重ゼータ値についての分解公式として知られて
いる。（62）から得られる具体的な深さ2の多重ゼータ値には
　　　　ζ（2，1）ニζ（3）；
　　　　ζ（3，1）一；ζ・（・）一ζ（・）一蒜・
　　　　ζ（2，2）一・ζ（・）一；ζ・（・）一芸・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π2
　　　　ζ（4・1）＝一ζ（2）ζ（3）ヰ2ζ（5）ニー了「ζ（3）＋2ζ（5）；
　　　　　　　　　ll　　　　　　　　　　ll　　　π2
　　　　ζ（3，2）＝一一Zζ（5）＋3ζ（2）ζ（3）＝一一ラーζ（5）→一一ラーζ（3）；
　　　　　　　　9　　　　　　　　　　9　　　π2
　　　　ζ（2・3）＝ラζ（5）『2ζ（2）ζ（3）＝ラζ（5）一ラーζ（3）　　（63）
などがある。これらはEulerによって求められたものと一致する。
6．議論と今後の展望
　多重ゼータ値についての関係式とそれを表現できる場の量子論のゼータ
模型について解説した。現在，数学の研究分野で知られている多重ゼータ
値の間の関係式と，本稿で紹介したMUIlerとSchubertのゼータ模型から
得られる関係式との間の対応や同等性はまだはっきりしない部分が多い。
しかし，前節で解説した深さ2の多重ゼータ値の間の関係式（61）；（62）には
対応する関係式があることがわかっており，また，深さ3の場合について
も対応する関係式はわかっている14）。
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　た3
　　　　0．
た2　　0
　　。　　’．一λΣ匙1・・（9万）・・－1ζ（た1，・一，ん）．
　　　　　　　　0
　　た1　　　　　　κ〃2
　　　図10．深さηの多重ゼータ値に対応するシー・シェル図形
　ゼータ模型において関係式（61）；（62）を深さ3以上の場合に一般化するこ
とは前節で説明した計算と同様に行うことができる。ただし，この模型に
おいて深さ3以上の多重ゼータ値の関係式を考える際には，もう1種類の
関係式が成り立つことが参考文献14）で指摘されている。この関係式は3
点恒等式（three－point　identity）と呼ばれ，
　　　　　ζ（α、b，　c）一トζ（わ，　c，α）→一ζ（c，　o，わ）
　　　　　　　　　＝ζ（α＋b十c）＋ζ（α）ζ（b，c）十ζ（わ）ζ（c，α）　　　　　（64）
　　　　　　　　　　十ζ（c）ζ（α，b）一ζ（α）ζ（b）ζ（c）
と表される。この3点恒等式はFeynman図形で表現することができ，伝搬
関数g（o）の性質（40）；（50）から直接示すことができる。
　一般に，深さ〃の多重ゼータ値（図10）に関する関係式は参考文献14）で
求められているが，複雑な形の式をしており，数学的に求められている関
係式との対応もついていない。一方，第3節で紹介した数学的に求められ
ている関係式（22）；～；（25）とゼータ模型との対応もいまだはっきりしないま
まである。これらをゼータ模型の中で明らかにすることは非常に興味深い
課題であり，数学と物理学の両側面からの更なる研究が必要となることが
予想される。
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